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L.oi cam on

Luén van nay dudc thuc hién tai Truong Pai hoc Khoa hoc - Pai hoc Thai Nguyén
va hoan thanh véi sy huéng dan ctia TS. Ngd Vin Dinh (Trudng DPai hoc Khoa hoc -
Pai hoc Thai Nguyén). T4c gia xin dudc bay té long biét on chan thanh va siu sic téi
ngudi hudng din khoa hoc ctia minh, ngudi da dit vin dé nghién citu, danh nhiéu thoi
gian huéng din va tin tinh gidi ddp nhiing thic mac cla tdc gia trong subt qua trinh
lam luan van.

Tac gia xin tran trong cam on Ban Giam hiéu Truong Pai hoc Khoa hoc — Pai
hoc Thai Nguyén, Ban Chu nhiém Khoa Toan-Tin, cung cac giang vién da tham gia
giang day, da tao moi diéu kién t6t nhat d€ tac gid hoc tip va nghién ciu.

Tac gid mudn gii nhitng 15i cam on t6t dep nhét t6i tip thé 16p Cao hoc Toan khoéa
9B (2015-2017) da dong vién va gilp d5 tac gia rat nhiéu trong subt qua trinh hoc
tap.

Cudi ciing, tic gia xin gii nhitng 16i cAm on dic biét nhit dén gia dinh vi nhiing
dong vién va chia sé d€ tac gia hoan thanh luan vin nay.

Thdi Nguyén, 2017

Pham Vin Thing
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Ki hiéu va quy udc

Trong ludn vin ny, ta ludn ki hiéu AABC 12 mdt tam gidc trong mit phang véi
cac dinh theo thif tu ¢6 chiéu duong (ngudc chiéu kim dong hd). D6 dai cac canh dudc
ki hiéu béi a = BC,b = CA,c = AB. Ngoai ra, véi ba diém P, Q, R bat ky trong
mit phang ta ki hiéu [PQR] 1a dién tich c6 hudng clia tam gidc APQR véi d4u dugc
quy udc 1a dau Am khi va chi khi thit ty cdc dinh theo chiéu 4m (cling chiéu kim ddng

hd). Hinh|[1]12 vi du vé dién tich c6 hudng ctia tam gidc.

Hinh 1: [PQR] < 0,[PRQ] > 0

il



Mé dau

Trong hinh hoc phﬁng, bén canh cac hé toa do quen thudc nhu hé toa do Descartes,
toa do cuc, toa do Affine ctia hinh hoc xa anh, hinh hoc hién dai con c6 mot 1y thuyét
rAt thd vi thé hién mbi quan hé mat thiét gitta hinh hoc va dai s ma & dé, toa dd
cac diém xdc dinh nhé mot hinh tam gidc ¢o sé thong qua cdc dai lugng vecto, d6
chinh la toa dé dién tich (areal coordinate) hay con goi 1a foa do ti cu (barycentric
coordinate). Cu thé hon, véi mot tam gidc co s6 AABC trong mit phang, toa do dién
tich ctia mdi di€ém P 1a bd ba s6 thuc (x,y, 2) duy nhit théaman z +y + 2z = 1 va
xﬁél + yﬁ + zﬁ = (. Ba sb thuc nay dudc xac dinh bdi

[PBC]  [PCA]  [PAB]
ABc)Y T [ABC) " T [ABCY

xr =

trong d6 ki hiéu [ XY 7] 1a dién tich c6 hudng cua tam giac AXY Z, tic la, dién tich
lay ddu duong néu ba dinh X, Y, Z theo tht tu ngugc chiéu kim dong ho va 13y diu
am trong truéng hop con lai.

Khdi niém toa do dién tich da dudc gi6i thiéu 1an dau tién bdi nha toan hoc ngudi
Diic August Ferdinand Mébius vio nim 1827. Sau d6, nhiéu nha toan hoc khac da
quan tAm nghién cttu vé khai niém nay. Hién nay, toa do dién tich thé hién rd tinh hitu
ich ctia né trong viéc nghién citu hinh hoc phang va dic biét la cac tinh chét ctia tam
giac.

Muc dich ctia Luan vin nay 12 trinh bay mot cach hé théng cic kién thic vé toa
do dién tich va mot s6 ting dung ctia toa do dién tich trong viéc giai cac bai toan hinh

hoc phang.



Cau truc cua luan van

Ngoai phan mé dau, két luan va tai liéu tham khao, nodi dung chinh ctia Luan vin
dudc trinh bay thanh 2 chuong:

e Chuong 1: Toa do dién tich. Trong chuong nay, chiing tdi trinh bay vé khdi niém
toa do dién tich va mot sd khai niém cd ban ctia hinh hoc phzemg trong toa do dién tich
nhu: phuong trinh dudng thang, vi tri tuong ddi ctia hai dudng thang, quan hé vuong
g6c, khoang cach va phuong trinh dudng tron.

e Chuong 2: Mot s6 tng dung clia phuong phap toa do dién tich. Trong chucong
nay, chiing tdi trinh bay mdt s6 ting dung ctia toa do dién tich trong viéc gidi quyét
cic bai todn hinh hoc phang. Pau tién chiing toi trinh bay chitng minh ctia hai dinh 1y
ndi tiéng, Pinh ly Ceva va DPinh Iy Menelaus, bang viéc st dung toa do dién tich. Sau
d6 chiing t6i trinh bay ting dung toa do dién tich trong viéc giai mot s6 bai toan chiing
minh ddng quy, mot s bai toan vé dién tich va mot s6 bai toan hinh hoc phang trong

cac dé thi hoc sinh gidi. Trudc do, chiing toi trinh bay ki hiéu va cong thiic Conway.



Chuong 1

Toa do dién tich

Trong chuong md dau nay, chiing toi trinh bay vé khai niém toa do dién tich trong

mit phang va mot s6 khdi niém co ban ctia hinh hoc phang trong toa do dién tich.

1.1 Khai niém ve toa do dién tich

Trong mit phang, d€ xay dung hé toa dé dién tich (tiéng Anh: “areal coordinate
system”), ta cAn chon mot tam gidc AABC ¢b dinh véi thi tu cic dinh theo chiéu
duong, dugc goi la tam gidc co sd. Tam giac nay dong vai tro nhu cac truc toa do
trong hé toa do Descartes. Khi tam gi4c cd sé nay da dudc chon, méi diém P trong mit
phang tuong tng véi duy nhét b ba s6 thuc ¢ thi tu (z,y, 2) théaman z+y+2z = 1.
Bo ba s6 thuc nay dudc goi 1a toa do dién tich cta P va ta viét P = (x,, 2). Cu thé

ta c6 dinh nghia:

Pinh nghia 1.1. Toa do dién tich ctia diém P trong mit phang vdi tam gidc co s&

. ([PBC] [PCA] [PAB] .
AABC la <[ABC], [ABC] [ABC]) (xem Hinh [1.1]).

Theo dinh nghia, ta c6 A = (1,0,0), B = (0,1,0),C = (0,0,1). Gia s& P =
(z,y,2). Khi d6, P nam trén dudng thang BC khi va chi khi 2 = 0, P nidm trén
dudng thang C'A khi va chi khi y = 0, P nam trén dudng thang AB khi va chi khi
z = 0. Hon nita, Cac dudng thang AB, BC,C A chia mit phang thanh 7 mién x4c
dinh bdi d4u clia cic toa do dién tich (xem Hinh [1.2). Dya vao quy udc vé déu ciia
dién tich c6 huéng ctia tam gidc ta d& dang kiém tra dugc ring néu (z,y, z) 1a toa do

dién tich ctia mot diém trén mit phang thi v +y + 2z = 1.



Hinh 1.1: Toa do dién tich cta di€m P(z,y, 2)

x>0,y<0,z<0

x>0,y<0,z>0
x>0,y>0,z<0

x<0,y>0,z<0 x<0,y<0,z>0

x<0,y>0,z>0

Hinh 1.2: Cdc mién phang x4c dinh bdi diu ctia toa do dién tich



Nhu véy, véi Dinh nghia mdi diém P trong mit phang xac dinh mot toa do
dién tich. D€ chi ra dinh nghia nay 13 c¢6 nghia ta can chiing minh mdi bo ba sb thuc
c6 thi tu (x,y, 2) théa man x + y + z = 11a toa do dién tich clia duy nhit mot diém
trong mat phang.

Trudc tién, dinh 1y sau day cho ta diéu kién can va di dé bo ba sb thuc (z,y, 2) 1a

toa do dién tich ctia diém P.

Dinh ly 1.2. Bo ba sé thuc c6 thii tw (z,y, 2) la toa do dién tich ciia diém P vdi tam

gidc co s0 AABC khi va chi khi
H —
xPA—kyﬁ—kz@:Ovdx—l—y—kz: 1.

Chiing minh. e Diéu kién cdn: Gia st (x, v, z) 1a toa do6 dién tich ctia diém P. Ta can

ching minh
H —
+PA +yPB + 2PC = 0.

Dé chitng minh diéu nay, ta chi can ching minh

[PBC|PA + [PCAPB + [PAB|PC = 0.

Ta thdy ring trong sb ba cip dudng thang (PA, BO), (PB,CA) va (PC, AB) ¢6
it nhat mot cip dudng thang khong song song véi nhau. Khong 1am mét tinh tdng quat
ta c6 thé gia st PA J|BC. Khi d6 PA cit BC tai mot diém A’ (xem Hinh|[1.3). Ta ¢6

— — — —
PA' + AB—=PB, PA'+ AC = PC.

Suy ra

\
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AC(PA + AB) = AC.PB, AB(PA' + AC) = AB.PC.

Do ﬁﬁ = ﬁﬁ nén

_AB)= AC.PE— AB.PC « PA — g;g.ﬁ— Big.ﬁ.
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